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Алгебраическая система 𝔄 = А;  Σ ,  называется подсистемой 

системы 𝔅 = 𝐵;  Σ ,  (обозначается  𝔄  ⊆ 𝔅 ), если выполняются 

следующие условия: 

а) 𝐴 ⊆ 𝐵; 

б) для любого функционального символа 𝐹(𝑛) ∈ Σ и любых 

элементов 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴 выполняется равенство 

 𝐹𝐴(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = 𝐹𝐵(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛),  
т.е. интерпретации символа 𝐹 действуют одинаково на элементах 

из А; 
в) для любого предикатного символа 𝑃(𝑛) ∈ Σ  справедливо 

равенство 𝑃𝐴 = 𝑃𝐵 ∩ 𝐴𝑛, т.е. предикат 𝑃𝐴 содержит в точности те 

кортежи предиката 𝑃𝐵, которые состоят из элементов множества 

А. 
 



 Теорема 1. Если 𝔅 = 𝐵;  Σ  - алгебраическая система, 𝑋 ⊆  В,  
𝑋 ≠ Ø, то существует единственная подсистема 𝔅(Х)= 𝐵(𝑋);  Σ  
алгебраической системы 𝔅 такая, что 𝑋 ⊆ В(Х) и 𝔅(Х) ⊆ 𝔄 для 
любой подсистемы 𝔄 = А;  Σ   алгебраической системы  𝔅, 
для которой 𝑋 ⊆  А. 

 Подсистема 𝔅 (Х) из теоремы 1 называется подсистемой 
алгебраической системы 𝔅, порожденной множеством X. 

  



Для описания элементов подсистемы 𝔅(Х) определим 

индукцией по построению понятие терма сигнатуры Σ: 
1. переменные и константные символы из Σ суть термы; 

2. если 𝐹Σ  - n-местный функциональный символ, 

𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛 - термы, то 𝐹(𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛) - терм; 

3. никаких термов, кроме построенных по пп. 1,2, нет. 

 

Множество всех термов сигнатуры Σ обозначается через Т(Σ). 
 

Под сложностью терма будем понимать число символов, 

входящих в терм. 
 



Примеры 

 1) Термами сигнатуры Σ = {+,∙, ≤, 0} будут, например, 0, 𝑥, 𝑥 +
𝑦, 𝑧 ∙ (𝑥 + 𝑧) + 0 ∙ 𝑦, а 𝑥 + 𝑦 ≤ (0 + 𝑥) ∙ 𝑥 термом не является. 

 2) Если Σ = {ƒ 3 , 𝑔 1 , ℎ(2)} - функциональная сигнатура, то 
выражения ℎ(ƒ(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑔(𝑥2)), 𝑔(ƒ(ℎ(𝑥1, 𝑥2), 𝑥1, 𝑔(𝑥2)) – термы, 
а ℎ(𝑥1, ƒ(𝑥1, 𝑥3)) термом не является. 



 Пусть 𝑡(𝑥1, … , 𝑥𝑘) - терм из 𝑇(Σ) , все переменные которого 
содержатся в множестве {𝑥1, … , 𝑥𝑘},  𝔄= А;  Σ   - алгебраическая 
система. Значение терма 𝑡 на элементах 𝑎1, … , 𝑎𝑘 ∈ 𝐴  
(𝑡(𝑎1, … , 𝑎𝑘)) определяется по индукции: 

•если 𝑡   есть переменная 𝑥𝑖  (константный символ 𝑐 ), то 
значение 𝑡 есть 𝑎𝑖 

(𝑐); 

•если 𝑡 ⇌  𝐹(𝑡1, … , 𝑡𝑛) , где 𝐹(𝑛)  ∈ Σ , 𝑡1 𝑥1, … , 𝑥𝑘 , … , 
𝑡𝑛 𝑥1, … , 𝑥𝑘 ∈ Т(Σ) и значения термов 𝑡1, … , 𝑡𝑛 на элементах 
𝑎1, … , 𝑎𝑘 равны 𝑏1, … , 𝑏𝑛 , то значение терма 𝑡 есть 𝐹(𝑏1, … , 𝑏𝑛). 

  



 Теорема 2. Если 𝔅 = 𝐵;  Σ  - алгебраическая система, 
Ø ≠ 𝑋 ⊆  𝐵, то 𝐵 Х = 𝑡 𝑎1, … , 𝑎𝑛 𝑡 ∈  𝑇 Σ , 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑋}. 

  

 Пример 3. Построить подсистему алгебраической системы 
𝕬 = А;  𝚺 , порожденную множеством Х: 

1. 𝔄= 𝐐; ∙ , X={1/2}; 

2. 𝔄= 𝐐\ 0 ; ∙, ∶ , X={1/2}; 

3. 𝔄= 𝐙; − , X={22;-36}. 

  



Формулы логики предикатов 

 Введем понятие атомарной формулы сигнатуры Σ: 

1. если 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝑇(Σ), то 𝑡1 = 𝑡2  - атомарная формула; 

2. если  𝑃(𝑛) ∈ Σ  - предикатный символ, 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛 ∈ 𝑇(Σ), то 
Р(𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛) - атомарная формула; 

3. никаких атомарных формул, кроме построенных по пп. 1, 2, 
нет. 

 



 Формула сигнатуры Σ определяется следующим образом:  

1. атомарная формула сигнатуры Σ есть формула сигнатуры Σ; 

2. если 𝜑, 𝜓 – формулы сигнатуры Σ,  то ¬𝜑, 𝜑 ∧ 𝜓 , 𝜑 ∨ 𝜓 ,  
(𝜑 → 𝜓), ∀𝑥𝜑, ∃𝑥𝜑 – формулы сигнатуры Σ; 

3. никаких формул сигнатуры Σ, кроме построенных по пп. 1, 2, нет. 

 



 Формула сигнатуры Σ определяется следующим образом:  

1. атомарная формула сигнатуры Σ есть формула сигнатуры Σ; 

2. если 𝜑, 𝜓 – формулы сигнатуры Σ,  то ¬𝜑, 𝜑 ∧ 𝜓 , 𝜑 ∨ 𝜓 ,  
(𝜑 → 𝜓), ∀𝑥𝜑, ∃𝑥𝜑 – формулы сигнатуры Σ; 

3. никаких формул сигнатуры Σ, кроме построенных по пп. 1, 2, нет. 

 

Вместо записей ∀𝑥1 … ∀𝑥𝑛𝜑 и ∃𝑥1 … ∃𝑥𝑛𝜑 будем часто использовать 
записи ∀𝑥1, … , 𝑥𝑛𝜑 и ∃𝑥1, … , 𝑥𝑛𝜑. 

 



 Определим подформулы формулы 𝜑 сигнатуры Σ: 

1. если 𝜑  - атомарная формула, то 𝜑  - ее единственная 
подформула; 

2. если 𝜑  имеет вид ¬𝜑1,  или ∀𝑥𝜑1, или ∃𝑥𝜑1,  то подформула 
формулы 𝜑 – это либо 𝜑, либо подформула формулы 𝜑1; 

3. если 𝜑  имеет вид 𝜑1 ∧ 𝜑2,  или 𝜑1 ∨ 𝜑2,  или 𝜑1 → 𝜑2,  то 
подформула формулы 𝜑  - это либо 𝜑,  либо подформула 
формулы 𝜑1, либо подформула формулы 𝜑2; 

4. других подформул формулы 𝜑, кроме построенных по пп. 1, 2, 3, 
нет. 

 



 Пример 4. Пусть Σ = {𝐹 2 , 𝑃(1) }, 𝜑 = ∀ 𝑥(∃ 𝑦(𝑥 = 𝐹(𝑧, 𝑦)) ∨
𝑃(𝑧)) - формула сигнатуры Σ. Тогда ∀𝑥( ∃𝑦(𝑥 = 𝐹(𝑧, 𝑦)) ∨ 𝑃(𝑧)), 
∃𝑦(𝑥 = 𝐹(𝑧, 𝑦)) ∨ 𝑃(𝑧), ∃𝑦(𝑥 = 𝐹(𝑧, 𝑦)), 𝑥 = 𝐹(𝑧, 𝑦), 𝑃(𝑧) - все 
подформулы формулы 𝜑. 

  

 Говорят, что вхождение переменной 𝑥 в формулу 𝜑 связано в 
𝜑, если оно находится в терме или предикате подформулы 
формулы 𝜑  вида ∀𝑥𝜓  или ∃𝑥𝜓 ; в противном случае это 
вхождение называется свободным в 𝜑 . Переменная 𝑥 
называется свободной (связанной), если некоторое вхождение 
𝑥 в 𝜑 свободно (связано). 

 



 Пример 5. Пусть 𝑆 = {𝑃1
1 , 𝑃2

(2)
. Рассмотрим формулы: 

1. 𝑃1(𝑥); 

2. 𝑃2(𝑥, 𝑦) →  ∀𝑥𝑃1(𝑥); 

3. ∀𝑥(𝑃2(𝑥, 𝑦) → 𝑃1(𝑥)). 

 Переменная 𝑥  в первой формуле является свободной, во 
второй – и свободной, и связанной, в третьей – связанной; 
переменная 𝑦 во всех формулах свободна. 


